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Géométrie aléatoire

(M, g) variété riemannienne, fermée, de dimension n.
La métrique g induit une mesure de Lebesgue sur M.
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Géométrie aléatoire

(M, g) variété riemannienne, fermée, de dimension n.
La métrique g induit une mesure de Lebesgue sur M.

—_— €

Question

On choisit une hypersurface de M “au hasard”. Que peut-on dire de sa
géométrie (volume, courbure) ou de sa topologie (nombre de composantes
connexes, nombres de Betti, caractéristique d'Euler) ?

On cherche une réponse statistique : moyenne, moments, loi ...
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Polyn6mes aléatoires
Sur C, un polyndme de degré d a d racines, génériquement simples.
Question

Combien un polynéme de R4[X] a-t-il de racines réelles ?
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Polyn6mes aléatoires
Sur C, un polynéme de degré d a d racines, génériquement simples.

Question

Combien un polynéme de R4[X] a-t-il de racines réelles ?

Théoreme (Kac, 1943)
d

Soit Py = Z a; X' avec a; des v.a.i.id. gaussiennes centrées réduites et
i=0
Zy = (P4)~%(0), alors

E[card (Z4)] ~ %In(d).

Théoreme (Kostlan, 1993)
Si on choisit a; de variance (d), on a E[card (Zy)] = Vd.

i

v
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Variables gaussiennes

(V,(-,")) euclidien de dimension N,
A auto-adjoint et défini positif.

Définition
On dit qu'une variable aléatoire X a valeurs dans V est gaussienne,
centrée, de variance A, si sa loi admet la densité :

1

oo (_% </\—1x,x>)

par rapport a la mesure de Lebesgue. On note X ~ A/ (A).

Si X est réduite (A = Id), alors dans toute base orthonormée (ey,...,ep),
X =3 ajej avec (a1, ..., an) des v.a.i.i.d réelles de loi N'(1).
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Espaces propres du laplacien

(M, g) variété riemannienne. La mesure riemannienne |d V)| définit un
produit scalaire L2 sur C*°(M) :

<%¢>=/Mso¢ldel-

On note A I'opérateur de Laplace-Beltrami (dans R”, A = — " 86—;).

Faits classiques

@ Les valeurs propres de A forment une suite strictement croissante :
D= < M <+ <A <-++, et A = 400.

@ Les espaces propres ker (A — A\ Id) C C*°(M) sont de dimension finie.
° @ ker (A — A Id) est dense dans L2(M).

k=0
v
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Hypersurfaces nodales aléatoires
Pour A > 0, on note V) = @ ker (A — Ag Id).
Ak<A
Définition
Soit f, un vecteur gaussien A'(Id) dans V) et Z\ = (£)~%(0).
On dit que Z) est une hypersurface nodale aléatoire.
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Hypersurfaces nodales aléatoires

Pour A > 0, on note V) = @ ker (A — Ag Id).
A<A
Définition
Soit f, un vecteur gaussien N(Id) dans V et Zy = (,)71(0).
On dit que Z) est une hypersurface nodale aléatoire.

Théoreme (Bérard, 1985)

Pour tout \ > 0, Z) est presque surement une hypersurface lisse.
De plus, on a

o) n—1
E[Vol(Z))] = 4/ ﬁ Vol(M) % +0(1),

lorsque A — +o0.
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Sur le cercle euclidien St
0? . . 0
=502 et les fonctions propres satisfont : 562 + Ap = 0.
@ Les valeurs propres sont les k2 avec k € N.
o L'espace propre associé 3 k? est engendré par cos(kf) et sin(k6).

@ V) est I'espace des polyndmes trigonométriques de degré < v/\.

) 3]

ao .
fr:0— — —4—2 k6) + b ko) |,
A 7 2 ay cos(kB) + by sin(k0)

ol les ay et by sont des v.a.i.i.d. N(1).

Théoreme (Bérard, 1985)
Lorsque \ — +o0, E[card(Z))] = %\/X_F O(1).
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Fonction spectrale et fonction de corrélation

Fonction spectrale du laplacien

Soit My la projection orthogonale sur V), il existe une unique fonction
ex: Mx M — R telle que :

MA(9)(%) = {ex(x, ) ) = / (%)l 4V

Si (¢1,...,¢n) est une base orthonormée de V),

a(xy) =Y wi(x)
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Fonction spectrale et fonction de corrélation

Fonction spectrale du laplacien

Soit My la projection orthogonale sur V), il existe une unique fonction
ex: Mx M — R telle que :

MA(9)(%) = {ex(x, ) ) = / (%)l 4V

Si (¢1,...,¢n) est une base orthonormée de V),

a(xy) =Y wi(x)

Fonction de corrélation

Le vecteur gaussien centré réduit f, € V) définit un processus gaussien
centré (£ (x))xem-

Il est caractérisé par sa fonction de corrélation : (x,y) — E[A(x)A(y)].
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La fonction de corrélation

Lemme
Pour tout x et y € M, E[f\(x)f(y)] = ex(x, y).

Démonstration.

Dans une base orthonormée (1, .

..,pN), ona fy =) ajp; ou les a; sont
indépendantes de loi N(1).

ERCOAWII = D Elaa]ei(x)eily Zsol i(y) = ex(x,y)-

1<i, j<N

O]

v

En dérivant sous I'intégrale :

86\ 66)\
[ B0 = 52 )
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Sur le cercle

1 sin (VA +3)(x— )

Clest | de Dirichlet :
est le noyau de Dirichlet : e)(x,y) = o an (5)

AT AR

(a) x=16 (b) x=64 (c) A =144

FIGURE: Le noyau de Dirichlet

On a une échelle caractéristique : % et une limite d'échelle :

1 n h 1sin(h)
—e\ | X, x+ — - )
\/X ’ \/X A—+4o0 T h
ey Ny T



Une heuristique

Sur M quelconque, on a toujours une échelle caractéristique ﬁ et une
limite d'échelle.

. - e L.
On découpe M en boites de taille 7

~ Vol(M) A2 boites.

Les boites sont indépendantes, et il se passe la méme chose dans chacune :
méme proba que Z) est une géométrie donnée dans cette boite.

n—1
Composantes de taille f donc volume de I'ordre de (X) 2,

Finalement Vol(Zy) est proportionnel 3 Vol(M) v/X.
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|dée de la preuve

Formule de Kac-Rice

E[Vol(Zy)] = [||deAy| } A(x) = o} V|-

m/xw Sl

On peut exprimer E [||dxf>\|| ‘ f(x) = 0] en fonction de e) et de ses
dérivées.

Thomas Letendre Volume d’hypersurfaces aléatoires Journée AGL - 21/01/16 12 / 14



|dée de la preuve

Formule de Kac-Rice

E[Vol(Z,)] = SE Al | 5109 = 0] [dVal.

\/ﬂ XEM +/ e)\(X

On peut exprimer E [||dxf>\|| ‘ f(x) = 0] en fonction de e) et de ses
dérivées.

Théoreme (Hormander, 1968 — Bin, 2004)
o e\(x,x) = GAf + O(A'T),
o Byen(x,x) = o(A%),
o 0.,0,ex(x,x) = 6;CLIA"E + 0( )
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Autres résultats

Vol (S"1)
e En tant que mesures : [ 2] e VoS |d V],

(Zelditch, 2009).

e Sur §?, Var(Vol(Zy)) ~ CIn()), (Wigman, 2010).

o Moyenne des nombres de Betti de Zy : encadrement d’ordre Az,
(Gayet — Welschinger, 2014).

@ Sous-variétés de codimension r, (L., 2014) :

E[Vol(Zy)] ~ Cn. A2 Vol(M),
si (n— r) est pair, E[x(Z))] ~ (-1)"Z C,’,’,)\g Vol(M) .

@ Asymptotique d'ordre A2 pour la moyenne du cycle conormal de Zj,
(Riviere — Dang, 2015).
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Merci de votre attention.

Domaines nodaux aléatoires.
Source : page personnelle de Alex H. Barnett,
https://math.dartmouth.edu/~ahb/rpws/.
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